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ПОГОДЖЕНА ФІЛЬТРАЦІЯ: КЛАСИЧНИЙ ЛІНІЙНИЙ ТА 
НОРМАЛЬНИЙ ФІЛЬТРИ 
  
Рибін О.І., Ніжебецька Ю.Х., Рибіна І.О. 
 
Метод нормальної фільтрації [1–3] сигналів певного обраного класу до-
зволяє чисельно [2,4–6] оцінювати ступінь подібності або відмінності між 
сигналами того самого класу і інших класів, тобто класифікувати [3,7] або 
розпізнавати образи. Ідея нормального фільтра полягає у створенні [2,8] 
дискретного матричного оператора NW  ортогонального перетворення для 
еталонного сигналу etS , такого, що спектр трансформант 
et




X W S                                                        (1) 
містить лише одну (першу) ненульову трансформанту. На відміну від загаль-
ноприйнятої в теорії дискретних перетворень нумерації, нумерація трансфо-
рмант нормального перетворення NW  починається з одиниці, оскільки (у за-
гальному випадку) постійної складової не містить, що є його найголовнішим 
недоліком. Тому як саме нормальне перетворення (НП), так і класифікацію 
при його використанні слід виконувати для центрованих сигналів 
Теоретичні викладки 
Для чисельного оцінювання ступеню подібності або розбіжності дослі-
джуваного (дискретного) tS  та еталонного etS  сигналів використовують 








K x x 

  ,                                        (2а) 
де 
i
x  – амплітуди трансформант перетворення (1), або 
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де ia  – діюче значення i -ї трансформанти. 
Трансформанта 
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де t is , et is  – дискретні відліки досліджуваного та еталонного сигналів. 
В разі “малої” відмінності досліджуваного сигналу tS  від еталонного 
etS  амплітуди трансформант з номерами, більшими одиниці, будуть “ма-
лими”, що у відповідності до (2) дасть чисельну оцінку таких відмін. Поро-
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гові значення “малих” відмін minтK  та “великих” maxтK ( для сигналів іншо-
го класу) можуть бути оцінені лише на репрезентативній виборці реаліза-
цій сигналу певного класу (для яких etS  є, наприклад, математичним очі-
куванням цієї вибірки) та інших класів. Тоді для будь-якого сигналу, пере-
твореного оператором NW , якщо minт тK K , то сигнал tS  належить до 
цього класу, якщо ж maxт тK K , то сигнал до цього класу не належить. 
Ступінь подібності сигналів tS  та etS  можна оцінити за гостротою 
1/ тK  ,                                                        (4) 
що є зручним при аналізі подібності та відмін у часовому вікні. Формули 
(2), (4) свідчать про нелінійний характер нормального фільтра. 
Таким чином, нелінійний нормальний погоджений фільтр призначений 
для чисельної оцінки подібності та відмін (класифікації) сигналів. Але, 
можна розглядати часову залежність у вікні значень першої (або будь-якої 
іншої за номером) трансформанти дискретного ортогонального перетво-
рення, яка співпадає з тестовим сигналом, тоді нормальний фільтр можна 
використовувати як фільтр класичний лінійний погоджений. 
Класичний погоджений лінійний фільтр, як відомо [9], має імпульсну 
характеристику 0( ) ( )ПФ etg t a s t t   , де 0t  - час спостереження (не мен-
ший довжини сигналу )(tset  в часі). Сигнал )(ty на виході такого фільтра 
має вигляд кореляційної функції вхідного сигналу 
0( ) ( ) ( )ety t a s s t t d


      . Максимум такої кореляційної функції для 
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При цьому амплітуда першої трансформанти (3) НП еталонного сигналу 
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Тобто, при реєстрації відомого сигналу нормальний погоджений фільтр 
працює (для першої трансформанти) так само, як лінійний погоджений 
фільтр. В теорії погодженої лінійної фільтрації для оцінки впливу адитив-
ного шуму використовують перетворення Вінера-Хінчина, тобто пряме пе-
ретворення Фур’є для обчислення за кореляційною функцією шуму його 
спектру потужності і зворотне для переходу від спектру потужності до ко-
реляційної функції. Так, в дискретному представленні стовпець спектру 
потужності шP  шуму ш нP F R , де R –стовпець дискретних відліків ко-
реляційної функції; нF –матричний дискретний оператор прямого перетво-
рення Фур’є, нормований множником N/1 ; N –формат перетворення.  
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Відомо, що дискретний матричний оператор нF  можна утворити добу-
тком двох матриць (кратні перетворення) 
н F NF П W  ,                                                (6) 
де NW  – матричний оператор дискретного НП; FП  – матричний дискрет-
ний оператор відповідного до даного нормального кратного перетворення. 
Тоді за НП отримаємо спектр N  потужностей шуму НП 
NN W R   ,                                                (7) 
з якого можна знайти спектр потужностей за Вінером-Хінчиним 
Fш NП   .                                                (8) 
Матричний оператор кратного перетворення легко знайти з виразу (6), а 
саме 
1 Т
F н нN NП F W F W

    , де T  – знак транспонування. 
Оскільки зворотне перетворення Фур’є 
* *T T T
н FNF W П  , то за спект-
ром потужності шуму (якщо його усереднені параметри задані в області 
перетворення Фур’є), можна знайти нормальний спектр потужності 
*T
F шN П P   .                                             (9) 
Особливістю використання лінійного погодженого фільтра є його за-
стосування для реєстрації відомих сигналів штучного походження, які мо-
жна подовжувати у часі з тим, щоб енергія сигналу на його виході в мо-
мент спостереження значно перевищувала енергію шуму. Для погодженого 
фільтра із зростанням часового інтервалу вхідного сигналу (за рахунок по-
вторень початкового еталона) енергія зростає пропорційно квадрату кіль-
кості повторень, в той час, як енергія білого шуму зростає за лінійним за-
коном (5б). Так само, як і для лінійного фільтра, подовження штучного си-
гналу в нормальному фільтрі призведе до накопичення енергії, такої, що в 
момент спостереження завжди можна здійснити значне перевищення енер-
гії відгуку над результуючою енергією сигналу. 
Зовсім інша картина спостерігатиметься при пошуку сигналу даного 
класу (близького до еталонного) в пачці детермінованих сигналів. Ступінь 
відміни і подібності між досліджуваним у вікні сигналом і сигналом ета-
лонним нормальним фільтром оцінюється після обчислення коефіцієнту 
трансформант (2) (або гостроти (4)). Тобто при класифікації нормальний 
фільтр працює як нелінійний. 
Одержані результати 
Розглянемо приклад, вибраний, виходячи з простоти ілюстрації та пере-
вірки отриманих результатів. Нехай тестовий сигнал має вигляд четвертої 
трансформанти перетворення Адамара ),4( tHad  формату 8N . Тоді мат-
ричний оператор нормального перетворення для тестового сигналу співпа-
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дає з матричним оператором дискретного перетворення Адамара 
( 81 HadW N  ) восьмого порядку. Нехай тепер вікно, яке посувається  
вздовж осі часу має формат 8M . Тоді миттєві значення )(tx
i
 згортки 
імпульсної характеристики погодженого лінійного фільтра з імпульсною 
характеристикою ),4()( 0 ttHadtg   матимуть (для кожного i -го каналу 
i -ї трансформанти матриці NW ) вигляд рис. 1.  
 
 
а                                                   б 
 
в                                                  г 
 
д                                                  є 
 
е                                                 ж 
Рис. 1. 
Миттєві значення  
згортки імпульсної  
характеристики  
погодженого лінійного 
фільтра з імпульсною 
характеристикою 
),4()( 0 ttHadtg   
З рис. 1д видно, що в момент спостереження ( 7t ) миттєве значен-
ня відгуку 4-го каналу фільтра дорівнюватиме 8)( 04 tx  і є найбільшим 
для усіх сигналів (каналів). Якщо тепер взяти два сигнали ),4( tHad , то по-
годжений з таким сигналом фільтр формату 16N  матиме імпульсну ха-
рактеристику ),4( 0 ttHad   з матриці 162 HadW N  , де 150 t . 
 Ясно, що в цьому випадку максимальне значення 16)15,4( Had . 
При розрахунках для простоти нормуючий множник N/1  не враховуєть-
ся, оскільки при його врахуванні амплітуда максимуму становитиме N , в 
той час як енергія білого шуму буде зменшуватися в N  разів (в залежно-
сті від формату N ), тому на співвідношення сигнал/шум нормування не 
впливає. Миттєві спектри (для моментів часу 14,,0 t ) сигналу 
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Рис. 2.  
Миттєві спектри 
сигналу ),4( tHad  
для моментів часу 
           14,,0 t  
На рис. 3 наведена спектрограма оброблення сигналу у вікні формату 
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8M . Спектрограма ілюструє зв’язок між спектральними представлення-
ми в базисі НП (вздовж осі  ) і часовим відгуком (вздовж осі t ) пачки си 
гналів, якими є трансформанти 
перетворення Адамара, на ви-
ході фільтра, погодженого з че-
твертою трансформантою. 
На рис. 4а наведено сигнал 
довільної форми, що представ-
ляє собою нормовану компоне-
нту нX  динамічно введеного 
підпису особи. На рис. 4б наве-
дено математичне очікування 
реалізації такого сигналу. Нор-
мальний спектр сигналу рис. 4а 
представлено на рис. 5. Коефі-





Рис. 4. Сигнал довільної форми (а) та математичне сподівання такого сигналу (б). 
 
Рис. 5. 
Нормальний спектр сигналу,  
наведеного на рис. 4а. 
Часова залежність першої трансформанти сигналу нX  у вікні (відгук 
лінійного погодженого фільтру) наведено на рис. 6а – 6в з білим шумом 






Рис. 3. Спектрограма оброблення сигналу 
у вікні формату 8M  
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Відгук лінійного погодженого фільтру на 
сигнал рис. 4а при різних значеннях 
дисперсії білого шуму 
0   (а), 1 0,1   (б) та 2 1   (в). 
При застосуванні апарату нормальної фільтрації до сигналу рис. 4а кое-
фіцієнт трансформант при різних значеннях дисперсії шуму 0  , 1 0,1   
та 
2 1   прийматиме значення 0,343тK  , 1 0,545тK   та 2 4,076тK  . 
Висновки 
1. Нормальний фільтр дозволяє чисельно оцінювати ступінь подібнос-
ті/розбіжності між досліджуваним сигналом та сигналом еталонним, що є 
основним етапом класифікації сигналів.  
2. При наявності адитивного шуму високого рівня нормальний фільтр 
завжди дає велике значення коефіцієнту трансформант. 
3. Класичний лінійний погоджений фільтр дозволяє реєструвати наяв-
ність (або відсутність) сигналу, близького до еталонного в адитивній су-
міші з шумом. Але такий фільтр не дозволяє дати чисельну оцінку ступеня 
подібності/розбіжності замаскованого шумом сигналу до еталону. 
4. На відміну від нормального, класичний погоджений фільтр не дозво-
ляє розпізнавати близького до еталонного сигналу і оцінювати ступінь йо-
го подібності/розбіжності в послідовності детермінованих сигналів, тобто 
не може бути використаним для розв’язання задач класифікації (в тих ви-
падках, коли миттєві значення детермінованих сигналів в пачці значно пе-
ревищують значення шуканого сигналу). 
5. Між нормальним і класичним погодженим фільтром існує жорсткий 
зв’язок. Нормальний фільтр містить в одному зі своїх каналів (трансфор-
манті матричного оператора дискретного ортогонального нормального пе-
ретворення) імпульсну характеристику погодженого фільтра. Відгук цього 
каналу відповідає значенню реакції погодженого фільтра в момент спосте-
реження. 
6. Нормальний та класичний лінійний фільтри інформаційно доповню-
ють один одного, хоча й призначені для розв’язання різних радіотехнічних 
задач. 
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ОСОБЕННОСТИ НАХОЖДЕНИЯ РЕЗОНАНСНЫХ ЧАСТОТ 
СИСТЕМЫ СВЯЗАННЫХ КОНТУРОВ 
 
Полях О.И. , Ястребов Н.И. 
 
Известно, что под резонансом понимают явление резкого возрастания 
амплитуды колебаний колебательной системы под воздействием внешних 
